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Roadmap

Letzte Einheit:

Worum geht es in der Logik
Aussagenlogik
Formalisieren und SchlieBen in der Aussagenlogik

Resolutionskalkiil der Aussagenlogik

Hornlogik und Einheitsresolution

Diese Einheit:

Einfiihrung Pradikatenlogik
Formale Syntax der Pradikatenlogik
Formale Semantik der Pradikatenlogik

Formalisieren in Pradikatenlogik
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Pradikatenlogik — Pradikate

Wir wollen Objekte von ihren Eigenschaften und Beziehungen zwischen
einander trennen. Dazu verwenden wir Préadikate.

Beispiel

Um die Aussage ,,Hans ist ein Mensch* zu formalisieren verwenden wir
ein (einstelliges) Pradikat Mensch(.) und ein Objekt hans und bekommen

Mensch(hans)

Mit dem gleichen Pradikat kdnnen wir auch ausdriicken dass Barbara ein
Mensch ist

Mensch(barbara)

Wir kdnnen auch ausdriicken das der Kater Findus kein Mensch ist
—Mensch(findus)

Ein Pradikat kann fiir manche Objekte wahr aber fiir andere falsch sein.
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Pradikatenlogik — Quantoren

Pradikate erlauben es mittels Quantoren Aussagen iiber die Gesamtheit
der Objekte die eine Eigenschaft erfiillen zu Treffen.

Wir betrachten zwei Quantoren
@ Allquantor V: etwas gilt fiir alle Objekte
o Existenzquantor 3: etwas gilt fiir mindestens ein Objekt

Beispiel
Die Aussage ,, Jeder Mensch ist wertvoll* kdnnen wir jetzt wie folgt

formalisieren:
Vx (Mensch(x) — Wertvoll(x))

Gemeinsam mit Mensch(hans) schlieBen wir

Wertvoll( hans)
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Pradikatenlogik — 2-stellige Pradikate

Mit Mehrstelligen Pradikaten konnen wir Beziehungen zwischen Objekten
modellieren.

Beispiel
Aussage 1: Fritz fahrt Ski

Aussage 2: Uli fahrt Ski
Aussage 3: Uli fahrt Snowboard

Wir kdnnten jetzt zwei Pradikate FahrtSki, und FahrtSnowboard
einfiihren. Damit wiirden wir aber wieder etwas von der gemeinsamen
Struktur der Aussagen verlieren.

Besser ist wir verwenden ein 2-stelliges Pradikat Fahrt
Fahrt(fritz, ski) A Fahrt(uli, ski) A Fahrt(uli, snowboard)

Jetzt konnen wir auch sagen das jeder Wintersportler mindestens ein
Sportgerat fahrt (das muss aber nicht Ski oder Snowboard sein)

Vx (Wintersportler(x) — 3y Fahrt(x,y))
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Pradikatenlogik — Funktionen

Mache Beziehungen sind von der Form dass einem Objekt ein anderes
eindeutig zugeordnet wird, z.B. jeder hat nur eine (biologische) Mutter. In
solchen Fillen verwendet man statt einem Pradikat besser eine Funktion.

Beispiel
Aussage: ,, Jo Anns Mutter liebt Musik *
Ohne Funktionen: 3x(Mutter(x, joAnn) A Liebt(x, musik)).

Das liest sich als: ,Jo Ann hat mindestens eine Mutter die Musik liebt *

Mit Funktionen

Wir verwenden: Objekte joAnn, musik,
das 2-stellige Pradikat Liebt,
die 1-stellige Funktion mutter

Liebt(mutter(joAnn), musik)
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Pradikatenlogik — Funktionen

Unterschied Pradikat — Funktion (in der Pradikatenlogik):

o Pradikate ordnen Objekten Wahrheitswerte zu.

@ Funktionen ordnen Objekten wieder Objekte zu.
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Pradikatenlogik — Funktionen
Beispiel

Aussage: Wenn a groBer als b ist dann ist fiir alle x auch a + x groBer
als b+ x

GroBer(a, b) — Vx GroBer(plus(a, x), plus(b, x))

Beispiel

Die Multiplikation kann mittels der Addition wie folgt definiert werden:
@ xmal Oist 0
e x mal (y +1) ist x mal y plus x

In der Pradikatenlogik erhalten wir:

VxVy (IstGleich(mal(x,0),0) A
IstGleich(mal(x, plus(y, 1)), plus(mal(x, y), x)))

Das entspricht VxVy(x-0=0Ax-(y +1) = (x- y) + x).
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1. Formale Logik in der Informatik 1.2. Pradikatenlogik

Formale Definition der Pradikatenlogik

Nun kennen wir die zentralen Bauteile der Pradikatenlogik und konnen
diese formal definieren.

2 Schritte:

@ Zuerst definieren wir die formale Syntax, d.h., wie
Pradikatenlogische Formeln aufgebaut sind.

@ Dann geben wir diesen Formeln eine formale Semantik, d.h., wir
geben den Formeln eine Bedeutung.
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Formale Syntax der Pradikatenlogik

Nomenklatur
Die elementaren Bestandteile pradikatenlogischer Formeln:
o Eine Variable ist ein Symbol der Form x,y, z, ...

@ Ein Funktionssymbol fingt mit einem Kleinbuchstaben an und hat
eine gewisse Stelligkeit, z.B. mutter(.) ist eine 1-stellige Funktion

@ Nullstellige Funktionen heiBen auch Konstanten, z.B. joAnn

e Ein Pradikatensymbol fangt mit einem GroBbuchstaben an und hat
immer die gleiche Stelligkeit, z.B. Liebt(.,.) ist ein 2-stelliges
Pradikat.

Ausnahmen von der obigen Nomenklatur-Regel sind die iiblichen
arithmetischen Operation +, *,... und Relationen =, <, > ...
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1. Formale Logik in der Informatik 1.2. Pradikatenlogik

Formale Syntax der Pradikatenlogik — Terme

Definition
Ein Term wird nach den folgenden Regeln gebildet
@ Jede Variable ist ein Term

@ Ist f eine k-stellige Funktion, und sind ti, ..., ty Terme dann ist
f(t1,...,tx) ein Term. Insbesondere sind alle Konstanten Terme.

Terme werden also aus Variablen und Funktionen (insbesondere
Konstanten) gebildet und repréasentieren Objekte.

Beispiel
e x, y (Variablen)
@ joAnn, musik (Konstanten)

e mutter(x), mutter(mutter(joAnn)) (Terme mit Funktionen)

050026 VO Theoretische Informatik Slide 11



1. Formale Logik in der Informatik 1.2. Pradikatenlogik

Syntax der Pradikatenlogik — Atomare Formeln

Atomare Formeln reprasentieren simple Aussagen.

Definition
Wenn P ein k-stelliges Pradikatensymbol ist und ty, ..., tx Terme sind
dann ist P(t, ..., tx) eine atomare Formel.

Atomare Formeln werden gebildet indem man Terme in Pradikate
(entsprechend der Stelligkeit) , einsetzt".

Beispiel

Liebt(x,y)
Liebt(mutter(joAnn), musik)
Prim(zwei)

Staffel(bernhard, elfi, julia, y)
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Syntax der Pradikatenlogik — Formeln
Nun kénnen wir pradikatenlogische Formeln definieren:

Definition
Eine Formel wird nach den folgenden Regeln gebildet
@ Jede atomare Formel ist eine Formel

@ Sind F und G Formeln dann sind auch
-F, (FAG), und (FVG)

Formeln.

@ Ist x eine Variable und F eine Formel dann sind auch
Vx F und dx F
Formeln.

Die Implikation F — G verwenden wir als Abkiirzung fiir -F vV G.
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1. Formale Logik in der Informatik 1.2. Pradikatenlogik

Syntax der Pradikatenlogik — Beispiel

Beispiel
Pradikate: P(.),R(.,.),S(., ., ,.)
Funktionen: f(.), g(.,.), h(.,.
Variablen: x, y, z
e Terme: x, f(x), g(f(x),y), h(y,f(z),x), ...
o Atomare Formeln: P(x), R(g(f(x),y).x), S(z,x,g(x),y) ...
o Formeln:
(P(x) A =R(g(f(x), ), X)),
Ix P(x),
3z(3x P(x) V Vx S(z, x, g(x),y)). - ..
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Pradikatenlogik — Gebundene / Freie Variablen

Eine Variable die bei jedem Auftreten einem Quantor zugeordnet ist
bezeichnen wir als gebunden. Anderenfalls nennen wir die Variable frei.

Definition
@ In atomaren Formeln sind alle Variablen frei.

@ In Formeln der Form Vx F, 3dx F ist x gebunden. Alle anderen
Variablen sind gebunden wenn sie in F gebunden sind.

@ In Formeln der Form —F ist x gebunden wenn es in F gebunden ist.

@ In Formeln der Form (F A G), (F V G) ist x gebunden wenn es in F
und G gebunden ist.

Eine Formel F ist eine geschlossene Formel wenn F keine freien
Variablen hat.
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Pradikatenlogik — Gebundene / Freie Variablen

Beispiele

o Vx(Mensch(x) A Spielt(x,y))
x gebundene Variable, y freie Variable

o Vx(Mensch(x) A 3y Spielt(x,y))
X, y gebundene Variablen
geschlossene Formel

o (Vx Mensch(x) A Jy Spielt(x,y))
x freie Variable, y gebundene Variable

o (Vx Mensch(y) A 3y Spielt(x,y))
x, y freie Variablen
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Semantik der Pradikatenlogik - Strukturen

Idee: Die Semantik wird mit Hilfe sogenannter Strukturen definiert.

Eine Struktur besteht aus
@ eine Grundmenge von Objekten,
@ konkrete Funktionen und Pradikate iiber diese Objekte

@ eine Zuordnung zwischen diesen Funktionen/Préadikate und den
Funktionssymbolen /Pradikatensymbolen in der Formel

e Eine Funktion die jeder (freien) Variablen ein Objekt zuweist

Atomare Formeln kénnen in einer Struktur durch einsetzen iiberpriift
werden.

Zusammengesetzte Formeln werden mit einem rekursiven Schema
ausgewertet (&hnlich wie in der Aussagenlogik).

Die Semantik einer Formel ergibt sich durch die Strukturen die Modell
der Formel sind.
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1. Formale Logik in der Informatik 1.2. Pradikatenlogik

Semantik der Pradikatenlogik - Strukturen

Zuerst miissen wir Strukturen definieren:

Definition

Eine zu einer Formel F passende Struktur ist ein Tupel o = (U, ¢, 1, §)
@ U ist eine nicht leere Menge, das Universum oder die Grundmenge.

@ ¢ eine Abbildung die jedem k-stelligen Funktionssymbol f in F eine
Funktion f¢ : UK — U zuordnet.

@ 1 eine Abbildung die jedem k-stelligen Pradikatensymbol P in F ein
Pridikat P¥ C U zuordnet.

o ¢ eine Abbildung die jeder Variablen x ein Element x¢ € U zuordnet.

& gibt freien Variablen eine Bedeutung und hat keinen Einfluss auf die
Semantik von geschlossenen Formeln.
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1. Formale Logik in der Informatik 1.2. Pradikatenlogik

Semantik der Pradikatenlogik - Strukturen

Beispiel
Betrachten wir die Formel:

3x Liebt(mutter(x), musik)

Eine passende Struktur ware:

e U = {JoAnn, Mum, STS}

o musik¥ = STS
mutter? : mutter?(JoAnn) = Mum,
mutter?(Mum) = JoAnn,
mutter?(STS) = STS

o Liebt¥ = {(Mum, STS), (JoAnn, Mum)}

e x¢ = Mum
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Semantik der Pradikatenlogik - Terme

Wir definieren zunachst den Wert eines Terms in einer Struktur
Definition
Der Wert a(t) eines Terms t in der Struktur « ist wie folgt gegeben:
o Ist t eine Variable dann a(t) = t¢
@ Ist t von der Form f(ty,...,tx) dann a(t) = f?(a(t1),...,a(tk))

Beispiel
Gegeben o mit joAnn? = Susi, mutter?(Susi) = Mum
e a(joAnn) =joAnn? = Susi
o a(mutter(joAnn)) =mutter?(a(joAnn))= mutter?(Susi)= Mum

Beispiel
Gegeben o mit mutter¥(Mum) = JoAnn, x¢ = Mum
o a(x) = x¢ = Mum
o a(mutter(x)) = mutter?(a(x)) = mutter?(Mum) = JoAnn
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Semantik der Pradikatenlogik - Atome
Definition

Der Wahrheitswert «(F) einer atomaren Formel F = P(ty,. .., t) in
einer Struktur « ist gegeben durch

alls (a(t1),...,« ¥

Beispiel
Gegeben Struktur o mit
e a(joAnn) = Susi, a(musik) = STS
o a(mutter(Susi)) = Mum, a(mutter(x)) = Susi,
o Liebt¥ = {(Mum, STS), (Susi, Mum)}
dann gilt
© ofLiebt(mutter(joAnn), musik)) = Liebt¥(Mum, STS) =1
Q ofLiebt(mutter(x), musik)) = Liebt¥(Susi, STS) =0
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1. Formale Logik in der Informatik 1.2. Pradikatenlogik

Semantik der Pradikatenlogik

Konstanten, O-stellige Pradikate

Zwei Spezialfille:

o Konstanten, als O-stelligen Funktionen, wird von o immer ein Objekt
u € U zugewiesen.

@ O-stelligen Pradikatensymbolen wird von « ein Wahrheitswert
zugewiesen.
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1. Formale Logik in der Informatik 1.2. Pradikatenlogik

Semantik der Pradikatenlogik — Boolesche Operatoren

Die Semantik der Operatoren —, A, und V ist analog zur Aussagenlogik:

a(F/\G):{l Wenn a(F) =1 und o(G) =1
0 sonst
a(FVG):{l Wenn o(F) =1 oder a(G) =1
0 sonst
a(-F) = {1 Wenn a(F) =0
0 sonst

050026 VO Theoretische Informatik Slide 23



1. Formale Logik in der Informatik 1.2. Pradikatenlogik

Semantik der Pradikatenlogik — Boolesche Operatoren

Beispiel
Gegeben Struktur a mit
e «a(joAnn) = Susi, a(musik) = STS
o a(mutter(Susi)) = Mum, a(mutter(x)) = Susi,
o Liebt¥ = {(Mum, STS), (Susi, Mum)}
wir wissen schon
Q ofLiebt(mutter(joAnn), musik)) = Liebt¥(Mum, STS) = 1
@ o(Liebt(mutter(x), musik)) = Liebt¥(Susi, STS) =0
Wir betrachten nun
o (Liebt(mutter(joAnn), musik) A Liebt(mutter(x), musik)) =

o (Liebt(mutter(joAnn), musik)) A o (Liebt(mutter(x), musik)) =
1N0=0
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Semantik der Pradikatenlogik — Quantoren

Fiir die Semantik der Quantoren V,3 bendétigen wir zusitzliche Notation.
Definition
Fiir gegebene Struktur a = (U, ¢, %, ), Variable x und u € U definieren

wir die Struktur &¥ = (U, ¢, 1, £), sodass x¢ = u und y¢ = y¢ fiir alle
anderen Variablen y.

aY setzt also &Y(x) = v und lasst « sonst unveridndert.
Definition
Um die Wahrheitswerte a(Vx (F)), a(Vx (F)) sind wie folgt definiert:

1 falls fiir alle u € U gilt a3(F) =1
0 sonst

a(VxF):{

1 falls es ein u € U gibt sodass a4(F) =1
0 sonst

a(EIxF):{
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Semantik der Pradikatenlogik — Quantoren

Beispiel
Betrachte wieder die Struktur o = (U, p, 4, &):

o U= {JoAnn, Mum, STS}

o musik¥ = STS
mutter? : mutter?(JoAnn) = Mum,
mutter?(Mum) = JoAnn,
mutter?(STS) = STS

o Liebt¥ = {(Mum, STS), (JoAnn, Mum)}

e x¢ = Mum

Uns interessiert:
o (Ix Liebt(mutter(x), musik))

und
o (Vx Liebt(mutter(x), musik))
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Semantik der Pradikatenlogik — Quantoren

Beispiel (cont.)
In beiden Fallen betrachte:
o &JoAm (Liebt(mutter(x), musik))=
Liebt? (&2°A" (mutter(x)), &2°A™ (musik))=
Liebt¥ (mutter? (&2°4"(x)), STS)=
Liebt¥ (mutter?(JoAnn), STS)=Liebt¥(Mum, STS) = 1
o aMum (Liebt(mutter(x), musik))= ... =
Liebt¥ (mutter?(Mum), STS)=Liebt¥(JoAnn,STS) =0
o &3S (Liebt(mutter(x), musik))= ... =
Liebt¥ (mutter¥(STS), STS)=Liebt¥(STS,STS) =0
Wir erhalten
a (Ix Liebt(mutter(x), musik)) = 1

a (Vx Liebt(mutter(x), musik)) = 0
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Pradikatenlogik — Begriffe

Elementare Begriffe:
@ Eine Struktur a heiBt Modell fiir F, wenn «(F) = 1. Wir schreiben
alE=F.
e Eine Formel F heiBt allgemein giiltig oder Tautologie wenn alle zu
F passenden Strukturen o auch Modelle von F sind.

@ Eine Formel F heiBt erfiillbar wenn es ein Modell fiir F gibt,
anderenfalls unerfiillbar.

Anmerkungen
@ F ist unerfiillbar genau dann wenn —F eine Tautologie ist.

@ Die Aussagenlogik ist ein Spezialfall der Pradikatenlogik:
Aussagenlogik entspricht der Pradikatenlogik mit ausschlieBlich
0-stelligen Pradikaten und ohne Quantoren.
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Pradikatenlogik — Begriffe

@ Eine Struktur « heiBt Modell fiir eine Menge von Formeln F , wenn
a eine Modell jeder Formel G € F ist. Wir schreiben o |= F.

e Zwei (Mengen von) Formeln F, G sind semantisch dquivalent
wenn Sie die gleichen Modelle haben. Wir schreiben F = G.

@ Eine Formel G folgt aus einer Formel / einer Menge von Formeln
F/F wenn jedes Modell von F/F auch Modell von G ist. Wir
schreiben F = G/F E G.

Zwei Formeln F,G sind semantisch dquivalent (F = G) genau dann wenn
FEGund GEF.

Satz (Ersetzungssatz)

Seien F1 und F, zwei semantisch dquivalente Formeln und sei G eine
Formel die Fy als Teilformel enthilt. Dann gilt G = G[F1/F,].

Erinnerung: G[F1/F;] erhélt man aus G indem man F; durch F, ersetzt.
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1. Formale Logik in der Informatik 1.2. Pradikatenlogik

Pridikatenlogik — Fundamentale Aquivalenzen

Es gelten die semantischen Aquivalenzen aus der Aussagenlogik
und weiters gelten folgende Aquivalenzen fiir Quantoren:
@ VxF=3dx—-F und —-3dxF=Vx-F
@ VxFAVXxG=VYx(FAG) und 3IxFV3IxG=3Ix(FVG)
o VxVyF=VyVxF und dxdyF=dydxF

Wenn G die Variable x nicht enthilt gilt auch:

@ VxFAG=Vx(FAG) und VxFVG=Vx(FVG)
e IxFAG=3x(FAG) und 3IxFVG=3x(FVQG)
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1. Formale Logik in der Informatik 1.2. Pradikatenlogik

Formalisieren in Pradikatenlogik - Faustregeln

Fiir A, V, —, = konnen wir die Faustregeln aus der Aussagenlogik
weiterverwenden.

Objekte: Werden durch Variablen, Konstanten, oder Funktionen
formalisiert.

Eigenschaften: Werden durch einstellige Pradikate formalisiert.

Beziehungen zwischen Objekten werden durch mehrstellige Pradikate
formalisiert.

Oft kann aber eine Eigenschaft auch als Objekt formalisiert werden.

Beispiel

Wir wollen ausdriicken, dass ein Objekt rot oder blau sein kann.
1.L6sung: Einstellige Pridikate: Rot(.), Blau(.)

2.L6sung: 2-stelliges Pradikate HatFarbe(.,.) und Konstanten rot, blau

Welche Formalisierung besser ist hdngt vom Kontext ab.
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1. Formale Logik in der Informatik 1.2. Pradikatenlogik

Formalisieren in Pradikatenlogik - Faustregeln
Regeln: Fiir alle Objekte mit einer Eigenschaft P gilt, dass ...

Vx(P(x) = ...)

0

Stichworte: Alle, Jede, ... manchmal aber auch nur ,wenn ...dann"’

Existenzaussagen: Es gibt ein Objekt mit der Eigenschaft P, dass ...
x(P(x)A...)

Stichworte: existiert, es gibt, (mindestens/hat/. .. ) einen, . ..

Beispiel

Aussage: Jeder Tennisspieler besitzt einen Tennisschlager.

Vx (TSpieler(x) — (Jy(Schlaeger(y) A Besitzt(x, y))))
oder auch Vx 3y (TSpieler(x) — (Schlaeger(y) A Besitzt(x, y))).
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Pradikatenlogik — Beispiel 1

Aussage: ,,Wenn zwei Zahlen negativ sind dann ist ihr Produkt positiv*

VxVy ((Negativ(x) A Negativ(y)) — Positiv(produkt(x, y)))

Ein Modell:
o U={-1,1}
e produkt?: produkt¥(1,1) = produkt¥(—1,-1) =1,
produkt?(—1,1) = produkt®(1,—-1) = —1
o Negativ¥ = {—1}, Positiv¥ = {1}
o xt =1, y‘5 =1

Ein anderes Modell wéren die ganzen Zahlen Z, wobei produkt?(.,.) die
iibliche Multiplikation ist und Negativ¥ = Z~, Positiv¥ = Z7.
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Pradikatenlogik — Beispiel 2

Aussage: ,,Wenn es einen Weg von A nach B gibt und einen Weg von B
nach C gibt dann gibt es auch einen Weg von A nach C."
VxVyVz((Weg(x,y) A Weg(y,z)) — Weg(x,z))

oder semantisch dquivalent
VxVyVz(—~Weg(x,y) vV ~Weg(y,z) vV Weg(x, z))

Ein Modell:
e U = {Wien, Berlin, Dresden, Eisenstadt}
keine Funktionen/Konstanten
Weg¥ = {(Wien, Eisenstadt)},
x¢ = Wien, y‘E = Berlin, z& = Dresden
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Pradikatenlogik — Beispiel 3
Gegeben: Formel: F = Vx3y Invers(x, y)

Struktur: o = ({0, 1}, ¢, %, &) mit Invers?(x,y) = {(1,1),(0,0)}.
Frage: Ist a Modell von F?

Um «(Vx3y Invers(x,y)) zu berechnen betrachte:
° aO(EIy Invers(x,y)):

o a¥ y(lnvers(x y))=Invers*(0,0) = 1
o ¥ (Invers(x,y))=Invers”(0,1) = 0
%3y Invers(x,y)) =1
al(3y Invers(x,y)):
° axy(lnvers(x y))= Invers‘/’(l 0)=0
o aky(Invers(x,y))=Invers*(1,1) = 1

23y Invers(x,y)) =1
a(Vx3y Invers(x,y)) =1 = « ist Modell von F.
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Pradikatenlogik — Beispiel

(zum Selbststudium)

Gegeben:
Formel F = VxVy Gleich(plus(x, y), plus(y, x))

Struktur a = ({0,1}, , 9, &) mit
Gleich®(x,y) = {(0,0),(1,1)} und
plus?® wie in der folgenden Tabelle gegeben

x_y | plus?(x,y)
0 o 0
0 1 0
1 0 1
11 0

Frage: Ist « Modell von F?
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Pradikatenlogik — Beispiel

(zum Selbststudium)

Um «a(VxVy Gleich(plus(x,y), plus(y,x))) zu berechnen betrachte:

o a%(Vy Gleich(plus(x, y), plus(y, x))):
o a¥9(Gleich(plus(x, y), plus(y, x))) =
Gleich (plus?(0,0), plus?(0,0)) = Gleich*(0,0) = 1
o %) (Gleich(plus(x, y), plus(y,x))) =
Gleich¥ (plus?(0,1), plus?(1,0)) = Gleich¥(0,1) =0
a%(Vy Gleich(plus(x,y), plus(y,x))) =0 !

ay(Vy Gleich(plus(x, y), plus(y, x))):
o ) (Gleich(plus(x,y), plus(y, x)))=Gleich¥(0,1) = 0
o ay(Gleich(plus(x, y), plus(y, x)))=Gleich*(0,0) = 1

a%(Vy Gleich(plus(x, y), plus(y,x))) = 0
a(VxVy Gleich(plus(x,y), plus(y,x))) = 0 = « ist kein Modell von F.

IWir kénnten schon hier auf a(VxVy Gleich(plus(x,y), plus(y, x))) = 0 schlieBen.
Der Vollstiandigkeit halber betrachten wir aber auch die zweite Substitution.
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Barbier-Paradoxon
Frei nach Bertrand Russell:
Der Barbier rasiert alle Manner, nur nicht die, die sich selbst rasieren.

Also eine Konstante barbier ein 1-stelliges Pradikat Mann(.) und ein
2-stelliges Pradikat Rasiert(.,.).

Vx((Mann(x) A —Rasiert(x, x)) <+ Rasiert(barbier, x))

Jetzt stellt sich die Frage: ,,Wer rasiert den Barbier?".

Gehen wir davon aus dass der Barbier ein Mann ist — wir betrachten also
Strukturen a = ({0,1}, ¢, 1, €) mit Mann¥ (barbier?):

o Wenn Rasiert¥ (barbier?, barbier?) gilt dann ist die obere Formel fiir
x = barbier? nicht erfiillt da (1 A 0) <> 1 falsch ist.

o Wenn —Rasiert¥ (barbier?, barbier?) gilt dann ist die obere Formel
fiir x = barbier? nicht erfiillt da (1 A 1) > 0 falsch ist.

Die Formel ist also nur erfiillbar wenn der Barbier kein Mann ist.
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1. Formale Logik in der Informatik 1.2. Pradikatenlogik

Wir wollen mehrere Aussagen in Pradikatenlogik formalisieren:

@ Nicht alle Musiker sind beriihmt.

@ Es gibt beriihmte Personen die keine Musiker sind.
© Ein Musiker ist genau dann beriihmt wenn er gut ist.
@ Es existieren sowohl schlechte als auch gute Musiker.

Die ,,Objekte" sind in diesem Fall Personen.

Wir erkennen mehrere Eigenschaften: ist Musiker, ist beriihmt, ist gut, ist
schlecht.

< wir nutzen die folgenden Pradikate:
o Musiker(x) ...x ist Musiker
e Beruehmt(x) ...x ist beriihmt
e Gut(x) ...x ist gut
@ Schlecht(x) ...x ist schlecht
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1. Formale Logik in der Informatik 1.2. Pradikatenlogik

Wir wollen mehrere Aussagen in Pradikatenlogik formalisieren:

@ Nicht alle Musiker sind beriihmt.
@ Es gibt beriihmte Personen die keine Musiker sind.
© Ein Musiker ist genau dann beriihmt wenn er gut ist.

@ Es existieren sowohl schlechte als auch gute Musiker.

Q@ —Vx(Musiker(x) — Beruehmt(x)) oder
Ix(Musiker(x) A ~Beruehmt(x))
@ 3Ix(Beruehmt(x) A =Musiker(x))
@ Vx(Musiker(x) — (Beruehmt(x) < Gut(x)))
@ Ix(Musiker(x) A Gut(x)) A y(Musiker(y) A Schlecht(y))
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1. Formale Logik in der Informatik 1.2. Pradikatenlogik

Wir wollen zeigen dass die Aussagen miteinander konsistent sind.
Q@ Fi = —Vx(Musiker(x) — Beruehmt(x))
@ F, = Ix(—Musiker(x) A Beruehmt(x))
@ F3 = Vx(Musiker(x) — (Beruehmt(x) < Gut(x)))
Q Fy = Ix(Musiker(x) A Gut(x)) A Jy(Musiker(y) A Schlecht(y))

Um zu zeigen, dass F1 A Fo A F3 A Fy erfiillbar ist geben wir ein Modell an.

Ein Modell: Ein anderes Modell:
a:({U/i’ Tom, BOb}ﬂvaag) of = ({0a1,2},%¢,§)
o Musiker?(x) = {Uli, Tom} o Musiker?(x) = {0,1}
o Beruehmt¥(x) = {Uli, Bob} o Beruehmt¥(x) = {0,2}
o Gut¥(x) = {Uli} e Gut¥(x) = {0,2}
@ Schlechty(x) = { Tom} @ Schlechty(x) = {1}
e x¢ = Tom, y¢ = Tom e xt=0y"=0
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Pradikatenlogik zweiter Stufe

Unsere Préadikatenlogik heiBt auch Pradikatenlogik erster Stufe.
— Es gibt auch Pradikatenlogik hoher Stufen.

Eine Schwiche von Pridikatenlogik erster Stufe, dass Sie nicht liber
Gruppen/Mengen von Objekten sprechen kann.

Beispiel
Aussage: Es gibt eine Gruppe von Freunden sodass jede Sprache von
mindestens einem in der Gruppe gesprochen wird.

Ist die Gruppe durch ein Pradikat Gruppe(.) gegeben kdénnen wir das wie
folgt formulieren:

Vx (Sprache(x) — 3y (Spricht(y, x) A Gruppe(y))) A
VxVy ((Gruppe(x) A Gruppe(y)) — Freunde(x, y))

Wir kénnen aber die Existenzaussage “Es gibt eine Gruppe" nicht mit
Pradikatenlogik erster Stufe formalisieren.
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Pradikatenlogik zweiter Stufe

Pradikatenlogik zweiter Stufe:

@ ermdglicht Quantifizierung iiber Pradikate und Funktionen erster
Stufe.

e VP! 3x P(x): Fiir alle 1-stellige Pridikate P gibt es ein Objekt x
sodass P(x) wahr ist

e IP2Vx P(x, x): Es gibt ein 2-stelliges Pridikate P das reflexiv ist

Beispiel
Aussage: Es gibt eine Gruppe von Freunden sodass jede Sprache von
mindestens einem in der Gruppe gesprochen wird.

Die Aussage kann jetzt formalisiert werden:
JGruppe’ (Vx (Sprache(x) — 3y (Spricht(y,x) A Gruppe(y))) A

VxVy ((Gruppe(x) A Gruppe(y)) — Freunde(x7y)))
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1. Formale Logik in der Informatik 1.4. Logiken - Uberblick

Logiken - Uberblick

Es gibt in der Informatik viele verschiedene logische Systeme.

Einige haben wir in der Vorlesung kennengelernt:

@ Aussagenlogik kann mehr ausdriicken als Hornlogik.
o Pradikatenlogik erste Stufe kann mehr ausdriicken als Aussagenlogik

o Pridikatenlogik zweiter Stufe kann mehr ausdriicken als
Pradikatenlogik erster Stufe

Aber aus groBer Ausdruckskraft folgt immer groBer Berechnungsaufwand.

@ Hornlogik kann sehr effizient berechnet werden.
@ Aussagenlogik kann berechnet werden.

o Pradikatenlogik erste und zweiter Stufe kann im Allgemeinen nicht
berechnet werden (mehr dazu in der Einheit Berechenbarkeit).
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