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Uni Wien

Kellerautomat (engl. Pushdown Automaton)

Ein Kellerautomat ist eine Erweiterung des e-NEA um einen Keller.

Keller: Speicher bei dem nur das oberste Symbol gelesen oder
verandert werden darf, i.e. ein Stack.

Ein Kellerautomat besteht aus folgenden Komponenten:

« Eingabeband mit Lesekopf, der die Eingabesymbole von links nach
rechts liest

« Kellerband mit Lese-Schreib-Kopf, der sich iiber dem obersten
Kellersymbol befindet

o Kontrolleinheit mit endlich vielen Zustanden
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Graphische Darstellung der Komponenten
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Arbeitsweise eines Kellerautomaten (1)

Ein Kellerautomat startet in einem vorgegebenen Anfangszustand
(qg), hat den Lesekopf uber dem ersten Symbol des Eingabewortes
und hat den Lese-Schreib-Kopf uber dem Startsymbol (Z,) des
ansonsten leeren Kellerbandes.

Die Aktionen eines Kellerautomaten werden durch die
Uberfuhrungsfunktion 6 definiert.

Der Inhalt des Kellerbandes ist ein Wort, wobei geschrieben das
oberste Symbol des Kellerbandes am weitesten links steht, i.e.

Pj Pj-1..P1 -
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Arbeitsweise eines Kellerautomaten (2)

In Abhangigkeit vom aktuellen Zustand und den beiden gelesenen
Symbolen werden folgende Aktionen durchgefuhrt:

1.

2.
3.

Der Lesekopf ruckt um ein Symbol nach rechts oder bleibt
uber dem aktuellen Symbol (e-Ubergang).

Das oberste Kellersymbol wird geloscht.

Ein Wort uber dem Kelleralphabet oder ¢ wird auf das
Kellerband geschrieben und der Lese-Schreib-Kopf wird auf
das neue oberste Symbol des Kellerbandes gesetzt.

* schreiben von ¢: bewirkt eine pop-Operation

» schreiben vom geloschten obersten Kellersymbol: Keller bleibt
unverandert

» schreiben von anderen Symbolen: Keller wird geandert

. Der Kellerautomat geht in einen neuen Zustand uber.
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Kellerautomat KA

Definition: Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat ist ein 7-Tupel
KA = (Q’ 2: F) 6’ o> Z0, F)

wobei

e Q: Menge der Zustande (endlich)

« X: Eingabealphabet (endlich)

 I': Kelleralphabet (endlich)

e o € Q: Startzustand

e Z, € I': Startsymbol auf dem Kellerband
« F — Q: Menge der Endzustande (endlich)

«d: Qx (EUie}) xI' - Menge aus P(Q x I'*): Uberfiihrungsfunktion
(P ... Potenzmenge)

Man beachte: Auf den Stack darf ¢ (I'*) geschrieben werden, gelesen wird ¢
jedoch vom Stack nie (I').

Uni Wien Theoretische Informatik




1.

Interpretation von o6

8(q’ a’ Z) = { (q1, y1), °** ) (qn) Yn) } mit
g€QaecX, Zel,yel”

Der Kellerautomat wahlt nichtdeterministisch ein Paar (q;, v;),
aus, geht in den Zustand q; uber, loscht Z vom Kellerband,
schreibt auf das Kellerband vy;, ruckt den Lesekopf um eins nach
rechts und setzt den Lese-Schreib-Kopf uber das erste Symbol
von ;.

. 8(, & Z) =1(A1, 1)» =5 (Gns Va) 3

Der Lesekopf liest nichts und ruckt daher auch nicht nach
rechts, sonst bleibt alles ident zu 1, d.h. ein Zustandswechsel
ohne ein Eingabesymbol zu konsumieren.

Achtung: Bedeutet NICHT das Eingabeband ist leer!

Achtung: 8(q, a, €) mit ¢ in dritter Position ist nicht erlaubt!

Uni Wien
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Ubergangsdiagramm eines KA

Definition: Das Ubergangsdiagramm fur einen KA ist ein gerichteter
Graph, der wie folgt definiert ist:
- Die Knoten des Graphen entsprechen den Zustanden des KA.

- Eine mit (a, Z / y) bezeichnete Kante von Zustand q, nach
Zustand q, beschreibt (q,,y) € 6(q,, a, Z).

Der Anfangszustand wird durch einen mit ‘Start® markierten Pfeil
angegeben und die Endzustande werden mit einem doppelten
Kreis markiert.

Bsp.: (@, Z/y)
OR=0
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Konfiguration und Uberfiihrungsrelation

Eine Konfiguration eines Kellerautomaten KA= (Q, 2, T, 9, q,, Z,, F) ist
ein Tripel (q, w, v) e Q x 2* x I'™* mit

e g aktueller Zustand,

e W zu verarbeitendes Restwort rechts vom Lesekopf,

v aktueller Kellerinhalt.

Eine Uberfiihrungsrelation = < (@Qx2*xK*) x (Qx 2* x K*) ist wie
folgt definiert:

* (qy, aw, Zy) -, (d, W, 74y) genau dann, wenn (q,,v4) € 6(qq, a, Z)

mitq, q,eQac2ufe},we2*,Zel'undy, y, eI'™*

Die Relation 7, ist die reflexive und transitive Hiille von (. .

A
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Akzeptierte Sprache

Definition: Sei KA = (Q, 2, T', 0, q,, Z,, F) ein Kellerautomat. Dann ist
L(KA) ={w e 2| (qo, W, Zp) H¢, (4, ¢, y) mitqeFundy eI}

die von KA durch Endzustand akzeptierte Sprache.

Man beachte:

a) Ein Kellerautomat akzeptiert ein Wort nur, wenn es zur Ganze gelesen
wurde und man sich in einem Endzustand befindet (analog zu einem
endlichen Automaten).

b) Ein leeres Kellerband ist in dieser Definition nicht gefordert.

Anm.: Dieser Akzeptanz-Ansatz wird in der VO und UE verwendet und wird bei
den Beispielen durch die Angabe “durch Endzustand® verdeutlicht.
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Alternative Sprachakzeptanz-Regeln

Sei KA =(Q, 2, T, 0, qq, Zy, F) ein Kellerautomat. Dann ist

1) Sprache L(KA), die von KA durch Endzustand akzeptiert wird, ist

L(KA) ={w e 2| (qy, W, Zy) N (g, s, y)mitgqe Fundy e I'* }

2) Sprache N(KA), die von KA durch leeres Kellerband akzeptiert wird, ist

N(KA) = {w € 2* | (@, W, Zo) 2, (G, &, ¢) mitq e Q}

3) Sprache LN(KA), die von KA durch Endzustand und leeres Kellerband
akzeptiert wird, ist

LN(KA) = { w e Z* | (Qg, W, Zg) 4\ (Q, & &) mitq e F3
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Sprachen und Kellerautomaten

Sei L < 2* eine formale Sprache. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

Uni Wien

Es gibt eine kontextfreie Grammatik G mit L = L(G).
Es gibt einen Kellerautomaten KA mit L = L(KA). (Endzustand)
Es gibt einen Kellerautomaten KA mit L = N(KA). (leeres Kellerband)

Es gibt einen Kellerautomaten KA mit L = LN(KA). (Endzustand+leeres K.)

Theoretische Informatik
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Beispiel 1:

Gesucht ist ein Kellerautomat fur die Sprache L = { vwR | v € {0, 1}*}, wobei VR
das gespiegelte Wort von v bezeichnet, i.e. Palindrome gerader Lange uber
{0,13}, der durch Endzustand akzeptiert.

Grammatik G=({S}, {0,1}, { S —> 0S0|1S1]¢ }, S) mit L(G)=L.
Fur diese Sprache gibt es keinen deterministischen Kellerautomaten!

Strategie: v wird eingelesen und eine Kopie im Keller gespeichert, die Mitte
muss geraten werden, und vR wird mit den Symbolen im Keller verglichen.

KA = (Q; z, I, 6’ o> ZO’ F)
Z = {O’ 1}) Q= {q07 q1’ qZ}’ I'= {O’ 1, Z0}7 F = {qZ}

Uberfiihrungsfunktion & :

Bearbeitung des ersten Symbols von v - wird in den Keller gegeben:
1. 6(dp, 0, Zp) = {(qg, 0Zy)}

2. 5(qp, 1, Zg) = {(do, 1Zp)}

Uni Wien Theoretische Informatik
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Beispiel 1 (Fortsetzung): 6

Alle weiteren Symbole von v werden im Keller abgespeichert:

4 3(dor O, 1)={(qo, 01);
(qO’ 1 O) = {(qO’ 10)}
6 6(qO’ 1 1) = {(qO’ 11)}

Ist die Mitte des Emgabewortes erreicht, wechselt man nichtdeterministisch mit
einem e-Ubergang in den Zustand q,, wobel der Keller nicht verandert wird. Die

Mitte wird erraten:

7. 8(qp, ¢, Zo) =1(ay, Zo)}
8. 6(qu € ) = {(qh )}
9. 6(qO’ € ) = {(qh )}

Theoretische Informatik
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Beispiel 1 (Fortsetzung): 6

Im Zustand q, gilt die Annahme, dass die Mitte des Wortes erreicht wurde und
die Ubereinstimmung von v mit vR gepriift werden muss. Die Eingabesymbole und
Kellersymbole mussen ubereinstimmen und der Keller wird abgebaut, d.h. bei
Ubereinstimmung wird eine pop-Operation durchgefuhrt:

10. 8(q4, 0, 0) = {(q;, € )}
11.6(q,, 1, 1) = {(q, € )}

StoBt man auf das Startsymbol des Kellers, geht man in den Endzustand uber:
12 6(q1) &, ZO) = {(qZ) ZO)}

Das Wort wird im Endzustand akzeptiert, wenn es zur Ganze gelesen wurde,
sonst nicht. Das Kellerband ist in obiger Losung nicht leer. Wird (12) durch
o(qy, €, Zpy) = {(q,, €)} ersetzt um das Startsymbol des Kellers zu loschen, ist der
Keller bei Akzeptierung leer.

Uni Wien Theoretische Informatik
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Beispiel 1 (Fortsetzung): Ubergangsdiagramm

Uni Wien

1: (0, Z, / 0 Z,)

2: (1,Z,/1Zy)
3: (0,0 /00)
4: (0,1 /01)
5: (1,0 /10) 10: (0, 0/ €)
6: (1,1 /11) 11: (1, 1/¢€)

Start
—>\ Yo 9
7: (g, Ly 1 L) 12: (g, Zy / Z,)

8: (g, 0/ 0)
9: (g, 1/ 1)

Theoretische Informatik
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Beispiel 1 (Fortsetzung): Analyse

Nichtdeterministische Analyse des Eingabewortes 1111:

a) (qO) 1111’ ZO) I_(qO) 111) 1ZO) I_(qO’ 11; 1120) -
(q1: 11, 1120) - (q1: 1) 120) I (q1: €, ZO) - (qZ, €, ZO)

Der Kellerautomat akzeptiert das Eingabewort 1111 durch
Endzustand.

b) (qO) 1111’ ZO) I_(qO) 111) 1ZO) I_(qO’ 11; 1120) -
(qO) 1) 11120) - (q1) 1) 11120) - (q1’ €, 1120)

Der Kellerautomat erreicht bei Eingabewort 1111 keinen
Endzustand.
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Beispiel 1 (Fortsetzung): Analysemoglichkeiten

Anm. (q“.llll.;f.”;
Pfeile in Grafik | e
entsprgchen Cden 114,12, 5 (g, 1ML,Zy) (%, 111,Z) STOP
I Relation | e
* B 1
(c;“.lI.IlZ“} iql.lll.l"/,”} "1;{I.II,X“)
\ o |
Y e ‘
(s 1 111Z,) (g . 1L11Z ) (h,ILE. ) STOP
[ g .
* HH"\ &
(.8, 1111Z5) (g, 1,111Z;) (> 112y )
| | |
Y c Y
STOP m;l‘t'.llll;f,{}z ig;.t.ﬁil!“} iq]\{‘.z{‘}
STOP l
‘-"""‘7
- . T — (b,8,2,) ACCEPT
vorige Folie Fall a) und b) =
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Deterministischer KA

Bei einem det. KA gibt es fur jede Konfiguration (q, aw, Zy) hochstens eine
Folgekonfiguration.

Definition: Ein Kellerautomat KA = (Q, X, T, 0, qq, Z,, F) ist deterministisch,
falls fur alleq € Q, a € X, Z e T gilt, dass

1. 168(q,a,7Z) [ <1

2. 18(9,¢ Z) | <1

3. fallsdé(q, e, Z)#@, dannd(q, a, Z) =@ furallea € X

d.h. in Zustand q mit Kellersymbol Z hat man gar keine andere
Moglichkeit als im Ubergangsdiagramm die e-Kante zu wahlen.

Uni Wien Theoretische Informatik
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Beispiel 2:

Gesucht ist ein deterministischer Kellerautomat fur die Sprache L = { vcvR |

v € {0, 1}*3}, wobei VR das gespiegelte Wort von v ist, i.e. Palindrome ungerader
Lange uber {0,1} mit Mittemarkierung c, der durch Endzustand akzeptiert.
Grammatik G=({S}, {0,1,c}, { S —> 0S0|1S1|c }, S) mit L(G)=L.

Strategie ident zu Beispiel 1.

KA = (Q; Z) F) 6: qO) ZO) F)
>={0,1,c}, Q={qe 9, 9,3, ' ={0,1,Z,} (auch moglich: T" = {X,Y,Z,}), F = {q,}

Uberfiihrungsfunktion &:
Bearbeitung des ersten Symbols von v:

1. 8(qO) O’ ZO) = {(qO) OZO)}
2. 8(qO) 1, ZO) = {(qO) 120)}

Bearbeitung der folgenden Symbole von v:

3. 8(qO) O: O) = {(qO) OO)}
4 8(qO) O: 1) = {(qO) 01 )}
3. 8(qO) 1: O) = {(qO) 10)}
6 8(qO) 1: 1) = {(qO) 11)}

Uni Wien Theoretische Informatik
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Beispiel 2 (Fortsetzung)

Bei Auftreten von c geht der Automat in den Zustand q, uber, der Keller bleibt

unverandert:
7.8(dy, €, Zp) = {(ay, Zo)}
8° 8(qO) C) O) = {(qh )}
9° 6(qO) C) 1) = {(qh )}

Im Zustand q, wird die Spiegelung uberpruft, d.h. Eingabesymbole und

Kellersymbole mussen ubereinstimmen:
10. 8(q4, 0, 0) = {(q4, € ) } (es werden die obersten Kellersymbole geldscht)

11.5(qq, 1, 1) = {(q4, € )}

Bei Startsymbol des Kellers geht der Automat in den Endzustand uber:
12. 8(qy, €, Zg) = {(dy, Zo)}

Theoretische Informatik
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Beispiel 2 (Fortsetzung): Ubergangsdiagramm

Start

1: (0, Z, / 0 Z,)
2: (1, Z,/ 11Zy)
3: (0,0 /00)
4: (0,1 /01)
5: (1,0 /10)
6: (1,1 /11)

10: (0, 0/ €)
11: (1, 1/ ¢€)

Uni Wien

—> o q, %4‘II!I®)
7: (c, Zy/ Zy) 12: (e, Zy / Zy)

8: (c, 0/ 0)
9: (c, 1/ 1)

Theoretische Informatik
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Beispiel 2 (Fortsetzung): Analyse

Analyse des Eingabewortes 01c100:
(g, 01c100, Z,) F (qy, 1100, 0Z,) F (q,, c100, 10Z,) F

(q1) 100) 1OZO) - (q1) OO) OZO) - (q1’ O’ ZO) -

(qZ) O) ZO)

Der Kellerautomat akzeptiert das Eingabewort 01c100 nicht, da
das Eingabewort nicht zur Ganze abgearbeitet wurde.

Uni Wien Theoretische Informatik
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Beispiel 3:
Gesucht ist ein deterministischer Kellerautomat, der wohlgeformte Klammer-
ausdrucke durch Endzustand akzeptiert, die durch die KFG G = ({S}, {[,13,

{S—[S]S, S—»¢}, S) definiert ist.

KA = (Q; Z) F) 6: Qo> ZO’ F)
2= {[)]}) Q={q0: Ch},F:{[,ZwZo}a F={q0}

Uberfiihrungsfunktion §&:

(1,Z,/¢)

Start

([: Z0/Z1ZO)

Uni Wien Theoretische Informatik
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Abschliefende Anmerkungen

Theorem: Sei KA=(Q, %, T, 0, q,, Zy, F) ein Kellerautomat, dann

existiert eine kontextfreie Grammatik G mit L(G)=L(KA).

Theorem: Sei G=(N,X,P,S) eine kontextfreie Grammatik, dann

existiert ein Kellerautomat KA mit L(KA)=L(G).

Man beachte: I—det-KA = I—nichtdet-KA

Nichtdeterministische Kellerautomaten sind machtiger als

de

terministische Kellerautomaten:

nichtdet. KA akzeptieren alle kontextfreie Sprachen

det. KA akzeptieren alle regularen Sprachen, aber bloB eine
Teilmenge der kontextfreien Sprachen

det. KA sind fur Parser von Compilern wichtig, d.h. die Syntax
von Programmiersprachen wird i.a. so gewahlt, dass sie von
einem det. KA analysiert werden kann

Theoretische Informatik
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